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1 モデル設定
Sompolinsky, Crisanti, Sommersによって提案された以下のランダム RNNモデルを考える [1, 2]：

(1 + ∂t)xi(t) =

N∑
j

Jijϕj(t) + ξi(t) (1)

ここで活性化関数を ϕ(x)として、ϕj(t) ≡ ϕ(xj(t))と略記している。ϕはシグモイド関数、つまり単調増加な奇関数
で、ϕ′(0) = 1、ϕ′′(x) < 0 (x ≥ 0)、limx→±∞ ϕ(x) = ±1を満たす関数である。N は RNNのニューロン数を表し、
以下の解析では N ≫ 1とする。ξi(t)は Gaussian white noiseであり、⟨ξi(t)⟩ = 0、⟨ξi(t)ξj(s)⟩ = Dδijδ(t− s)と
する。Jij はニューロン j からニューロン iへの結合重みを表し、Gauss分布N (ḡ/N, g2/N)からの i.i.dサンプルで
あるとする。なお、Jij の平均が非ゼロであり、パラメーター ḡ にコントロールされている点は、Sompolinskyらに
よる元々のモデル（ḡ = 0）と異なる。Gauss分布の平均・分散が O(1/N)であるのは、Eq.1の右辺第 1項の平均・
分散が O(1)となることを保証するためである。

2 自明固定点の安定性
動的平均場理論に入る前に、この RNNの固定点、特に自明固定点の安定性を見ておく。本章では、D = 0、つま
り入力がない場合のみを考える。このとき自明固定点は x = 0であり、固定点の安定性は Jacobian −I + J の固有
値が複素平面の ℜz = 0をまたぐかどうかで決まる。つまり、J の固有値が ℜz > 1にあるかどうかを調べれば良い。
各成分が N (0, g2/N) からの i.i.d サンプルであるランダム行列 J0 を用いて、J = ḡ

N 11⊤ + J0 と表せる。circular

lawより J0 の固有値は、原点を中心とする半径 g の円内に均一に分布する。J は J0 に 1-rank行列 ḡ
N 11⊤ の摂動が

加わったものであるが、このような行列の固有値分布は、前述の半径 g の円と 1点 z = ḡ になることが知られている
[3, 4]。したがって、g < 1かつ ḡ < 1が自明固定点の安定条件であり、いずれかが破られると不安定化する。
g < 1のもとで、ḡ が分岐点 ḡ = 1を超えるシナリオを考える。すると、固定点 x = 0が不安定化し、新たな固定
点 xに転移する（下図の左図）。このとき素子間相関 ⟨ϕi(t)ϕj(t)⟩t は非ゼロになるので、各素子が強い相関を持った
活動を示す regimeになる。これは神経雪崩（neural avalanches）で見られる活動であり、ḡ を神経雪崩への転移を
司るパラメータとみなすことができる [5]。
一方、ḡ < 1のもとで gが 1を超えるシナリオでは、RNNはカオスダイナミクスを示す（下図の右図）。このとき、
素子間相関はほぼ 0になるため、各素子は互いにほぼ独立に活動している点が神経雪崩とは異なる。g は chaosへの
転移を司るパラメータとなる。
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図 1 左図：neural avalanche転移、右図：chaos転移

3 動的平均場理論
RNNのマクロなダイナミクスを理解すべく、R(t) ≡ ḡ

N

∑N
i ϕi(t)、Q(t, s) ≡ g2

N

∑N
i ϕi(t)ϕi(s)というオーダーパ

ラメータを導入し、この統計量を調べる。

(1) 生成汎函数の経路積分表示
Eq.1の trajectory x(t)を引数に取る汎函数 G[x]の試行平均は、確率微分方程式のMartin ‒ Siggia ‒ Rose-De

Dominicis ‒ Janssen経路積分形式を用いて、

⟨G[x]⟩x|J =

∫
x,x̃

G[x] exp
(
S0[x, x̃]− x̃⊤Jx

)
S0[x, x̃] := x̃⊤(∂t + 1)x+

D

2
x̃⊤x̃

となる（導出は文献 [6]第 7章を参照）。ここで、a⊤b :=
∑N

i

∫
ai(t)bi(t)dt、a⊤Mb :=

∑N
i,j

∫
ai(t)Mijbj(t)dtとい

う表記を用いた。また経路積分の測度 Dx,Dx̃は省略している。S0[x, x̃]は相互作用 J がない、自由場の actionを
表している。G[x] = exp(j⊤x)をとれば、

〈
exp(j⊤x)

〉
x|J
は Eq.1のモーメント生成汎函数になる。

興味のあるオーダーパラメーター R(t), Q(t, s)はいずれも自己平均性が期待できるので、⟨G[x]⟩x|J を J に関して
平均（クエンチ平均）をとると、〈

⟨G[x]⟩x|J
〉
J
=

∫
x,x̃

G[x]eS0[x,x̃]
〈
e−x̃⊤Jx

〉
J

=

∫
x,x̃

G[x] exp

S0[x, x̃]−
ḡ

N

∑
i,j

x̃⊤
i ϕj +

1

2

g2

N

∑
i,j

(x̃⊤
i ϕj)

2


=

∫
x,x̃

G[x] exp

S0[x, x̃]−
ḡ

N

∑
i,j

x̃⊤
i ϕj +

1

2

g2

N

∫
dt ds

∑
i

x̃i(t)x̃i(s)
∑
j

ϕj(t)ϕj(s)


となる。オーダーパラメータの定義を上式に課すために、デルタ関数のフーリエ変換表示を用いた恒等式

1 ∝
∫
R

δ

[
NR(t)− ḡ

∑
i

ϕi(t)

]
∝
∫
R,R̃

exp

(
NR⊤R̃− ḡ

∑
i

ϕ⊤
i R̃

)

1 ∝
∫
Q

δ

[
NQ(t, s)− g2

∑
i

ϕi(t)ϕi(s)

]
∝
∫
Q,Q̃

exp

(
NQ⊤Q̃− g2

∑
i

ϕ⊤
i Q̃ϕi

)
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を挿入することによって、
〈
⟨G[x]⟩x|J

〉
J
=

1

A

∫
y

∫
x,x̃

G[x] exp

(
N
(
R⊤R̃+Q⊤Q̃

)
+
∑
i

(
S0[xi, x̃i]− x̃⊤

i R+
1

2
x̃⊤
i Qx̃i − ḡϕ⊤

i R̃− g2ϕ⊤
i Q̃ϕi

))

A :=

∫
y

∫
x,x̃

exp

(
N
(
R⊤R̃+Q⊤Q̃

)
+
∑
i

(
S0[xi, x̃i]− x̃⊤

i R+
1

2
x̃⊤
i Qx̃i − ḡϕ⊤

i R̃− g2ϕ⊤
i Q̃ϕi

))
(2)

が得られる。ここで y := {R, R̃,Q, Q̃} および、Q⊤Q̃ :=
∫
Q(t, s)Q̃(t, s)dsdt という表記を用いた。Eq.2 では異

なるニューロン同士の積がないことから、各ニューロンは、共通の場 y のみを介して他のニューロンと相互作用
するという物理的描像が浮かび上がってくる。一方、この場 y はニューロンの活動によって定まる。したがって、
self-consistentな関係式が導出できると予想できる。この関係式がいわゆる動的平均場方程式であり、この一連の流
れが RNNの動的平均場理論の本質である。
オーダーパラメータ R,Q に興味があるので、補助変数 j = {j1, j2, j3, j4} を導入し、Eq.2 において G[x] =

exp
(
j⊤y

)とする。ここで、j⊤y :=
∫
t
j1(t)R(t) +

∫
t
j2(t)R̃(t) +

∫
t,s

j3(t, s)Q(t, s) +
∫
t,s

j4(t, s)Q̃(t, s)と表してい
る。すると Eq.2は、

Z[j] :=
〈〈

exp
(
j⊤y

)〉
x|J

〉
J

=
1

A

∫
y

∫
x,x̃

exp

(
N
(
R⊤R̃+Q⊤Q̃

)
+ j⊤y +

∑
i

(
S0[xi, x̃i]− x̃⊤

i R+
1

2
x̃⊤
i Qx̃i − ḡϕ⊤

i R̃− g2ϕ⊤
i Q̃ϕi

))

=
1

A

∫
y

exp
(
N
(
R⊤R̃+Q⊤Q̃+W[y]

)
+ j⊤y

)
W[y] := ln

∫
x,x̃

exp

(
S0[x, x̃]− x̃⊤R+

1

2
x̃⊤Qx̃− ḡϕ⊤R̃− g2ϕ⊤Q̃ϕ

)
A :=

∫
y

exp
(
N
(
R⊤R̃+Q⊤Q̃+W[y]

))
(3)

となる。オーダーパラメータに関するモーメント生成汎函数 Z[j]の対数は、キュムラント生成汎函数となるが、これ
をW [j]と定めておく（W[y]との混同に注意）。するとこれを各補助変数 j で汎函数微分することで、

⟨R(t)⟩ = δW [j]

δj1(t)

∣∣∣∣
j=0

,
〈
R̃(t)

〉
=

δW [j]

δj2(t)

∣∣∣∣
j=0

, ⟨Q(t, s)⟩ = δW [j]

δj3(t, s)

∣∣∣∣
j=0

,
〈
Q̃(t, s)

〉
=

δW [j]

δj4(t, s)

∣∣∣∣
j=0

W [j] := lnZ[j]

が得られる。ここで ⟨·⟩は、クエンチ平均かつ試行平均を意味するが、自己平均性から試行平均のみとしても同じであ
る。なお、このように lnZ[j]を j で汎函数微分することから、モーメント生成汎函数 Z[j]を定義する際に Eq.3の
定数倍 1/Aは無視しても良く、以降ではそのようにする。つまり、

W [j] := lnZ[j]

Z[j] :=

∫
y

exp
(
N
(
R⊤R̃+Q⊤Q̃+W[y]

)
+ j⊤y

)
W[y] := ln

∫
x,x̃

exp

(
S0[x, x̃]− x̃⊤R+

1

2
x̃⊤Qx̃− ḡϕ⊤R̃− g2ϕ⊤Q̃ϕ

)
=⇒⟨R(t)⟩ = δW [j]

δj1(t)

∣∣∣∣
j=0

,
〈
R̃(t)

〉
=

δW [j]

δj2(t)

∣∣∣∣
j=0

, ⟨Q(t, s)⟩ = δW [j]

δj3(t, s)

∣∣∣∣
j=0

,
〈
Q̃(t, s)

〉
=

δW [j]

δj4(t, s)

∣∣∣∣
j=0

(4)

となる。ここまでは、任意のニューロン数 N に対して厳密に成り立つ結果である。

(2) 鞍点近似
W [j]を解析的に厳密に計算することはできないが、Z[j]の expの肩にニューロン数 N ≫ 1に比例する項が存在
することに着目すると、鞍点近似が使える。つまり、鞍点を y∗ = {R∗, R̃∗, Q∗, Q̃∗}とすると、

W [j] = lnZ[j] ≈ N
(
R⊤

∗ R̃∗ +Q⊤
∗ Q̃∗ +W[y∗]

)
+ j⊤y∗ (5)
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となり、これを用いると Eq.4より、

⟨R(t)⟩ ≈ R∗(t),
〈
R̃(t)

〉
≈ R̃∗(t), ⟨Q(t, s)⟩ ≈ Q∗(t, s),

〈
Q̃(t, s)

〉
≈ Q̃∗(t, s) (6)

つまり、オーダーパラメータ y の平均は、鞍点に等しくなる。
鞍点は、鞍点条件 δ

δy

(
R⊤R̃+Q⊤Q̃+W[y]

)
= 0により得ることができ、これを計算すると、

R∗(t) = ḡ ⟨ϕ(t)⟩L , R̃∗(t) = ⟨x̃(t)⟩L , Q∗(t, s) = g2 ⟨ϕ(t)ϕ(s)⟩L , Q̃∗(t, s) = g2 ⟨x̃(t)x̃(s)⟩L (7)

となる。なお、

⟨a⟩L =

∫
x,x̃

a exp
(
S0[x, x̃]− x̃⊤R+ 1

2 x̃
⊤Qx̃− ḡϕ⊤R̃− g2ϕ⊤Q̃ϕ

)
∫
x,x̃

exp
(
S0[x, x̃]− x̃⊤R+ 1

2 x̃
⊤Qx̃− ḡϕ⊤R̃− g2ϕ⊤Q̃ϕ

)
という表記を用いている。
ここで、R̃∗ ≡ 0、Q̃∗ ≡ 0は self consistentな解になっている。実際、これらを仮定して Eq.5に代入すると、

W [j] ≈ NW[R∗, 0, Q∗, 0] + j⊤1 R∗ + j⊤3 Q∗

= N ln

∫
x,x̃

exp

(
S0[x, x̃]− x̃⊤R∗ +

1

2
x̃⊤Q∗x̃

)
+ j⊤1 R∗ + j⊤3 Q∗

となるが、これは、N 個の各ニューロンが互いに独立に、(1+∂t)x(t) = η(t)にしたがって時間発展していることを表
している。ここで ηは有色ガウスノイズで、⟨η(t)⟩ = R∗(t)、⟨η(t)η(s)⟩ = Q∗(t, s)+Dδ(t−s)を満たしている（⟨·⟩は
ηの実現値に関する平均だが、これは ⟨·⟩L に等しいことに注意）。外部入力 j̃(t)を加えて、(1+ ∂t)x(t) = η(t) + j̃(t)

を考えると、そのモーメント生成汎関数は、

Z[j, j̃] =

∫
x,x̃

exp

(
S0[x, x̃]− x̃⊤(R∗ + j̃) +

1

2
x̃⊤Q∗x̃+ j⊤x

)
となるから（前述の通り定数倍を無視していることに注意）、これを j̃ で汎関数微分することにより、

⟨x̃(t)⟩ = ⟨x̃(t)⟩L =
δZ[j, j̃]

δj̃(t)

∣∣∣∣
j=j̃=0

, ⟨x̃(t)x̃(s)⟩ = ⟨x̃(t)x̃(s)⟩L =
δ2Z[j, j̃]

δj̃(t)δj̃(s)

∣∣∣∣
j=j̃=0

となる。生成汎函数の定義より Z[j = 0, j̃]は j̃ によらず定数であるから直ちに、⟨x̃(t)⟩L = ⟨x̃(t)x̃(s)⟩L = 0と分か
る。よって、Eq.7より、R̃∗ = Q̃∗ ≡ 0となり、当初の仮定と無矛盾である。
なお、R̃∗, Q̃∗ が非ゼロな解を持つ場合は、因果性の破綻、つまり、ある時刻に RNNに加えた摂動が、その時刻よ
りも前の活動に影響を与えるようなことが生じる（時間逆向きについて非ゼロな応答関数が導かれる）ため、非物理
的な解になるらしい [7]。

(3) 動的平均場方程式の解析
前節で得られた結果を再度まとめる。大自由度極限 N → ∞では、RNNの各ニューロン xは、互いに独立に、以
下の確率微分方程式にしたがって時間発展するとみなすことができる：

(1 + ∂t)x(t) = η(t), η ∼ GP
(
ḡ ⟨ϕ(t)⟩ , g2 ⟨ϕ(t)ϕ(s)⟩+Dδ(t− s)

)
(8)

ここで η ∼ GP(R∗, Q∗)は、η がガウス過程であり、⟨η(t)⟩ = ḡ ⟨ϕ(t)⟩、⟨η(t)η(s)⟩ = g2 ⟨ϕ(t)ϕ(s)⟩+Dδ(t− s)であ
ることを意味している。なお ⟨·⟩はガウス過程 η の実現値に関する平均である。xがガウス過程 η で決まり、η の従
う確率分布は xに依存して決まるため、閉じた関係式となっており、Eq.8を動的平均場方程式と呼ぶ。
定常状態では ⟨η(t)⟩ や ⟨η(t)η(t+ τ)⟩ は時刻 t によらず一定値を取るとみなせるので、⟨η(t)⟩ := R、

⟨η(t)η(t+ τ)⟩ := Q(τ)とおける。µ := ⟨x(t)⟩、C(τ) := ⟨x(t)x(t+ τ)⟩とし、x(t)も η(t)と同様にガウス過程に従
うことに着目すれば、式 (8)の 2つ目の関係式より、

R = ḡ ⟨ϕ(x)⟩x∼N (x|µ,C(0)) , Q(τ) = g2 ⟨ϕ(x)ϕ(y)⟩(x,y)∼N (m,Σ) +Dδ(τ)

m := (µ, µ)⊤, Σ :=

(
C(0) C(τ)
C(τ) C(0)

)
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が得られる。つまり (µ,C(τ))が分かれば (R,Q(τ))が分かる。逆に (R,Q(τ)) → (µ,C(τ))の関係は、(1+∂t)x(t) =

η(t)から得られる。まず両辺の統計平均を取ると、定常性から (1+∂t)µ = µ = R。同様に、(1+∂t)(1+∂s)x(t)x(s) =

η(t)η(s)の統計平均を取ることで、(1− ∂2
τ )C(τ) = Q(τ)となる。

以上をまとめると、定常状態における動的平均場方程式は、

(1− ∂2
τ )C(τ) = Q(τ), R = ḡ ⟨ϕ(x)⟩x∼N (x|R,C(0)) , Q(τ) = g2 ⟨ϕ(x)ϕ(y)⟩(x,y)∼N (m,Σ) +Dδ(τ) (9)

というオーダーパラメーターに関する微分方程式に帰着できる。
これを解けばオーダーパラメーターの統計的性質が得られるが、一般には解析的に陽に解くことはできず、数値計
算を要する。ただ定性的な議論によって相転移の大まかな様相は分かる。まず、R = 0は Eq.9の第 2式の固定点で
ある。R ≪ 1でこの方程式を線形近似すると、R = ḡR ⟨ϕ′(y)⟩y∼N (0,C(0)) +O(R3)となり、このことから R = 0は
ḡ ⟨ϕ′(y)⟩y∼N (0,C(0)) が 1を超えると不安定化することが分かる。R = 0のときには、Eq.9の第 1, 3式は ḡ = 0の動
的平均場方程式になるので、先行研究 [1, 2]の結果をそのまま使える。この結果によれば、特に D = 0のときには、
g < 1で C ≡ 0、g > 1で C は非ゼロの関数になる。C ≡ 0なら、ḡ ⟨ϕ′(y)⟩y∼N (0,C(0)) = ḡ（∵ ϕ′(0) = 1）である
から、ちょうど ḡ = 1で R = 0が不安定化する。一方、g > 1では C(0) > 0となるから、⟨ϕ′(y)⟩y∼N (0,C(0)) < 1

（∵ ϕ′′(x) < 0）となり、固定点が不安定化する ḡ は 1よりも大きくなる。この分岐点は g に依存するので、ḡ∗(g)と
表しておく。
つまり、D = 0では、g < 1かつ ḡ < 1ならば R = 0かつ Q = 0となるが、これは全てのニューロンが活動しな
い、つまり自明固定点 x = 0を意味する。g < 1かつ ḡ > 1では R > 0となるが、この時、xが新たな非自明固定点
になるのが、カオスになるのかは Q(τ)が非ゼロ解になるかで決まる。g > 1かつ ḡ < ḡ∗(g)のときは、R = 0かつ
Q > 0となるので、ダイナミクスは x = 0周りを揺らぐカオスとなる。一方、g > 1かつ ḡ > ḡ∗(g)では、R > 0と
なるが、実は g が比較的小さければ Q > 0、大きいと Q = 0となる。つまり、前者は非自明固定点 x̄周りを揺らぐ
カオス、後者は非自明固定点 xで静止した活動となる。実際の相図は以下になる（文献 [5] Fig.2をそのまま掲載）。
赤色は Rの大きさ、グレーは Q(0)の大きさを表している。

図 2

なお、ここでは Q > 0を以ってダイナミクスはカオスと言ったが、厳密には最大 Lyapunov指数が正であることを
確認する必要がある。しかし、同じ RNNを 2つ用意して（レプリカ）、この 2体系に対して動的平均場理論を適用す
れば、最大 Lyapunov指数を解析的に求めることができる [2, 8]。
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4 生成汎函数の経路積分表示を用いた手法の有用性
前章では、生成汎函数の経路積分表示を経由して動的平均場方程式（Eq.8）を求めたが、本モデルに限れば、実はこ
れを素朴な議論で導出できる。モデル Eq.1の右辺 第 1項∑N

j Jijϕj(t)は、N ≫ 1個の独立な確率変数 Jijϕj の和で
あるから、中心極限定理より漸近的にガウス分布に従い、平均は

〈∑N
j Jijϕj(t)

〉
J
=
∑N

j ⟨Jij⟩J ⟨ϕj(t)⟩J = ḡ ⟨ϕ(t)⟩、
自己相関関数は

〈∑N
j Jijϕj(t)

∑N
k Jikϕk(s)

〉
J
=
∑

j,k ⟨JijJik⟩J ⟨ϕ(t)ϕ(s)⟩J = g2 ⟨ϕ(s)ϕ(t)⟩と分かり、Eq.8が導
かれる。ここで、Jij と ϕj の相関は N ≫ 1では無視できるとみなしていることに注意。
それなら、生成汎函数を経路積分表示してから鞍点近似をするという、一連の繁雑な計算はそもそも必要ないよう
に感じてしまう。本手法の提案者である Sompolinskyらは、経路積分表示のメリットとして、鞍点の安定性を見るこ
とで、動的平均場近似で得られた解が安定であるかどうかを調べることができると述べており、文献 [8]では実際に
これを議論している。しかし、平均場近似解の安定性は（重要ではあるが）マニアックな話題であり、経路積分表示
の恩恵を十分に感じる例ではない。
本章では、経路積分表示の有用性が分かる問題を 2つ紹介し、その概要を述べる。

(1) シナプス結合に部分的な対称性がある RNNの動的平均場理論
Eq.1のモデルでは、全てのシナプス重み Jij は互いに独立としていたが、Jij と Jji が互いに相関係数 τ ∈ [−1, 1]

で相関しているようなモデル [9]を考える。τ = 0では元のモデルに帰着される。このモデルでは、直感的に動的平
均場方程式を導出することは困難となる。理由は次の通りである。τ ̸= 0のときには、Jij と Jji が正に相関している
ため、ニューロン j →ニューロン i→ニューロン j というルートを介して活動にフィードバックがかかる。|τ |が大き
いほどこの効果が強くなることから、Jij と ϕj の間には、たとえ N → ∞であっても無視できない相関が生じる。そ
のため上で計算したように素朴に∑N

j Jijϕj(t)の平均や自己相関関数を得ることができないのである。
したがって、このモデルでは前章のように経路積分表示を経由しないと動的平均場方程式が得られない。前章と同
じ手順を踏んで計算を進めると、ḡ = 0の場合、動的平均場方程式は、

(1 + ∂t)x(t) = τg2
∫

R(t, s)ϕ(s)ds+ η(t)

となる [9]。ここで R(t, s)は response function、η(t)は従来モデルと同様のガウス過程を表す。右辺第 1項は、前
述した、結合相手のニューロンを介した自身の活動のフィードバックを反映している。この項を素朴な直感的議論で
得ることは至難の業だろう。
なお、Cavity法という統計物理で用いられる手法を適用すれば、経路積分表示を用いなくてもこの動的平均場方程
式を導出することができる [10]。Cavity法の方が物理的直感が効きやすく理解しやすい上に、経路積分表示に比べて
少ない計算量で動的平均場方程式が得られるため、動的平均場方程式を求めるだけなら cavity 法で十分という説は
ある。

(2) 有限サイズ修正やニューロン間相関の計算
前章では生成汎函数（Eq.3）を鞍点近似してオーダーパラメータ R,Q の統計平均を求めた。これは N → ∞
では R,Q の揺らぎを無視することができるため厳密な結果になるが、有限サイズでは揺らぎが生じ、さらにそ
の揺らぎの影響を受けて R,Q の統計平均も、鞍点近似解から O(1/N) の修正を受ける。このような有限サイズ
効果を O(1/N) の項までちゃんと計算するために、Eq.3 のモーメント生成汎函数 Z に、オーダーパラメータ
の 2 次の項に関する source term k を追加で導入し、Z[j, k] =

∫
y
exp

(
NW[y] + j⊤y + 1

2y
⊤k⊤y

) とする。なお
y = (R, R̃,Q, Q̃)⊤、j = (j1, j2, j3, j4)

⊤、k は関数を成分にもつ 4 × 4行列であり、j = 0かつ k = K :=


0100

1000

0001

0010


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で exp
(
NW[y] + j⊤y + 1

2y
⊤k⊤y

)は元の確率測度に帰着される。Z[j, k]の 2変数ルジャンドル変換を

Γ[α1, α2] := sup
α1,α2

j⊤α1 + k⊤α2 − lnZ[j, k]

として、いわゆる”状態方程式”[6]
δΓ

δα1
= 0、 δΓ

δα2
=

1

2
NK を解けば、有限サイズ効果を反映した R,Qの統計平均お

よび自己相関が得られる。もちろん Γを厳密に求めることはできないため、この状態方程式を厳密に解くことはでき
ないが、Γが場の量子論における有効作用と形式的に対応することに着目すると、Γ[j, k]を loop展開により近似計算
したものを用いれば解析的に解ける。leading orderで展開を切った Γ（tree-level近似）を用いると、実は、状態方
程式は鞍点方程式と同じものになる。つまり、平均場近似解に帰着される。一方、Γを subleading orderまで展開し
たもの（1-loop近似）を用いて状態方程式を解くと、subleading orderまでの解、つまり有限サイズ効果を組み込ん
だ解が得られる。また、ニューロン間相関 1

N2

∑
i,j(i ̸=j) ϕi(t)ϕj(s)は、簡単な計算により ⟨R(t)R(s)⟩ − 1

N ⟨Q(t, s)⟩
と等しいと分かり、これは状態方程式の解 ⟨Q(t, s)⟩ , ⟨R(t)R(s)⟩を用いれば求められる。詳細な計算は非常に繁雑な
ので、元論文 [5]を見てほしい。
この手法を用いて計算すると、自明固定点から非自明固定点への分岐点 ḡ = 1（g < 1）における ⟨Q(τ)⟩は、動的平
均場近似解から O(1/N)の修正を受けるが、この修正項には減衰が極めて遅い自己相関関数 ⟨R(t)R(t+ τ)⟩（ḡ ↗ 1

で decay timeは発散）が含まれるため、⟨Q(τ)⟩もその影響を受けて減衰が非常に遅い関数になる（下図 (c)参照; 文
献 [5]Fig.1をそのまま掲載）。

図 3

なお、ここでも実は、経路積分表示の代わりに、Cavity法（two-site cavity法 [11]）によってニューロン間相関を
求めることができる。この場合は前節と異なり、Cavity法でも経路積分表示の手法でも、どちらも計算は大変になる
のだが、Cavity法の方がやはり物理的直感は効きやすい。
ということで、Cavity法を使えば、必ずしも経路積分表示を用いる必要はない。ではどちらを使えば良いのだろう
か。これはケースバイケースとしか言えないだろうが、両者のメリットとデメリットについて最後に言及しておく。
経路積分表示は source term j, k や補助場 y など様々な補助変数が出てくるため、物理的なイメージが掴みづらく、
途中で何をしているのか迷子に陥りやすい。その一方、Cavity法は物理的な直感に根ざした手法であるため、理解し
やすく、また場合によっては経路積分表示の手法よりも計算が簡単になることがある。しかし、各項のオーダーをそ
の都度気にしながら計算を進めなくてはならず、ad hocな対応が求められる。その反面、経路積分表示を経由する手
法は、システマティックに計算を進められるため、経路積分表示→鞍点近似や loop展開という一連の処方箋に一度慣
れてしまえば、こちらの方が使いやすいかもしれない。
Cavity法の詳細に興味ある人は文献 [10, 11]を読んでください。
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